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 Die Varianz der Regressionsparameter 3, und 34; wird als Funktion von
Level-2-Parametern modelliert:

° Leve|'1-G|eiChung: y'J = BOJ + B1jxij + rij
« Level-2-Gleichungen: Boj = Yoo *+ Uo
B1j = V1o * Uy
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Fortgeschritt.
Statistische

Residuen auf Level 1 und 2 Msthoden |

 Die Varianz der Regressionsparameter 3, und 34; wird als Funktion von
Level-2-Parametern modelliert:

° Level-1-GIeichung: Yij = BOj + B1inj + [ < r fiir Residuum auf Level 1

« Level-2-Gleichungen: Boj = Yoo *+ Ug u fiir Residuum auf
B = + Uy Gruppenebene (Level 2):
1 Y10 1j Gruppenspezifische

Gesamtintercept

Ya

Abweichung vom
Gesamtintercept/-slope )

Gesamtslope
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 Die Varianz der Regressionsparameter 3, und 34; wird als Funktion von
Level-2-Parametern modelliert:

* Level-1-Gleichung:

« Level-2-Gleichungen:

Yij = BOj + 34 Xi @ Varianz der Residuen auf
Level 1: o?

Varianz der
gruppenspezifischen
Interceptabweichungen:

Too
BOj = Yoo @
I Kovarianz der
B1 j — Y10 Gruppenintercepts .mlt
den Gruppenslopes: To1

Varianz der
gruppenspezifischen
Slopeabweichungen: T4
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Wdh:
Das Random-Intercept-Modell
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Random effects:
library(1lme4) Groups  Name Variance Std.Dev.
lmer(MathAch ~ 1 + (1|School), data=HSB) School — (Intercept) 8.614  2.935

Residual 39.148 6.257
Number of obs: 7185, groups: School, 160

Kriterium Gesamt- Random fiir jede Fixed effects:
k intercept intercept ... L2-Einheit Estimate Std. Error df t value
(Intercept) 12.6370 0.2444 156.6500 51.71
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Too

sqrt(T
Random effects: art{foo)
Groups  Name Vdfiance Std.Dev.
School  (Intercept) 8.614 2.935

Residual 39.148 6.257

Number of obs: 7185, groups: SC 60
0-2
Fixed effects:

Estimate Std. Error df t value
(Inter‘cept) 12.6370 0.2444 156.6500 51.71

Too = Varianz der Gruppenintercepts; Annahme: Normalverteilung der
Intercepts

* 68% aller Werte einer Normalverteilung liegen zwischen -1 SD und +1 SD

« SD = sgrt(Varianz) — siehe Std. Dev. im Output

« d.h., 68% aller Gruppenintercepts liegen zwischen
12.637 - 2.935 =9.702 und 12.637 + 2.935 = 15.572
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* Tgo = Varianz der Gruppenintercepts; Annahme: Normalverteilung der
Intercepts
* 68% aller Werte einer Normalverteilung liegen zwischen -1 SD und +1 SD
« SD = sgrt(Varianz) — siehe Std. Dev. im Output

« d.h., 68% aller Gruppenintercepts liegen zwischen
12.637 - 2.935 =9.702 und 12.637 + 2.935 = 15.572
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Vorlesung
Random-Intercept-Modell ohne Forigeschrit
Pradiktor: Was sind die Intercepts? Methoden |

Die Intercepts werden unter der Annahme der

Normalverteilung geschatzt.

* Gruppen die

a. extremere Auspragungen haben (im Mittel
weit vom Gesamtmittel entfernt) und/oder

count

b. nur wenige Beobachtungen enthalten

werden hin zur Mitte der Verteilung ,gezogen® und

in die angenommene Verteilung ,eingepasst®.

(...weil in der Normalverteilung extreme Werte

unwahrscheinlicher sind und wir Werten die auf
weniger Beobachtungen beruhen weniger

vertrauen.)

Diesen Effekt nennt man Shrinkage.
Das tritt auch bei allen anderen Random Effects

count

(Intercepts oder Slopes) auf.

Mittelwerte der einzelnen Schule

10 15 20 25
mean

Geschatzte Intercepts (yoo + Ugj)

10 15 20 25
condval
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Das Random-Intercept,
fixed-slope-Modell
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« Jetzt wird ein Pradiktor auf Level 1 hinzugefugt:
Kann man anhand des SES einer Schuler*in die Mathe-Leistung vorhersagen?

« Level-2-Gruppierungsstruktur:
Schuler*innen geschachtelt in Schulen

« Random intercept: Die schulspezifischen Intercepts dirfen vom Gesamtintercept
abweichen

» Fixed slope: Der Regressionkoeffizient fur den Pradiktor ,SES” ist fest, d.h., es gibt
genau einen gemeinsamen Slope fur jede Schule.




Lehrstuhl fiir Psychologische Vorlesung
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« Level-1-Gleichung: yi; = Boj + B1Ti; + Tij
« Level-2-Gleichungen: Boj = 7Yoo + uoj
Kein Zufallsterm u, fur
Blj = Y10 +}‘(g den Slope: Slope ist

konstant (d.h., fixed)
tiber alle Gruppen

Yi; = Y00 T Y10Tij + Tij

 Kombinierte Gleichung:

« Ein Datenpunkt wird vorhergesagt durch das Gesamtintercept, die
gruppenspezifische Abweichung vom Gesamtintercept, und das
individuelle Residuum relativ zum vorgesagten Wert, und den Level-
Pradiktor ,, SES"

* MathAch;; = ~vo0 + 7105 E5:; + T'ij
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library(1lme4) Random effects:
lmer(MathAch ~ 1 + SES + (1|School), data=HSB) Groups Name Variance Std.Dev.
School (Intercept) 4.768 2.184
Residual 37.034 6.086

Random Number of obs: 7185, groups: School, 160

intercept ...

Gesamt-
intercept

fur jede
L2-Einheit

Kriterium

Fixed effects:

Estimate Std. Error df t value
L1- (Intercept) 12.6575 0.1880 148.0000 67.33
Pradiktor SES 2.3902 9.1057 6338.0000 22.61

20 -
[%2]
o
=}
[
£15- fixed-effect
< Regressionslinie
g \\\‘\\\‘
510- oS
2
3 Alle
&’ Regressionslinien

5- haben den selben

slope: 2.3902
|

SES (grand mean centered)
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e oot Vergleiche: Modell ohne Pradiktor (nur Fongeschrt.
der Ludwig-Maximiians- random intercept) und Modell mit Pradiktor N ron

MathAch ~ 1 + (1]|School)

Random effects:

Groups  Name Variance Std.Dev.
School (Intercept)] 8.614 | 2.935
Residual 39.148 | 6.257
Number of obs: 7185, grofps: School, 160

Fixed effects:
Estimate St Error df t value
(Intercept) 12.6370 2444 156.6500 51.71

Nicht erklarte
Residualvarianz

(8.614 - 4.768) / 8.614 = 44.6%

(39.148 - 37.034) / 39.148 = 5.4%

MathAch ~ 1 + SES + (1|School)

Random effects:

Groups  Name Variance Std.Dev.
School (Intercept)| 4.768 | 2.184
Residual 37.034 | 6.086

Number of obs: 7185, groups: School, 160

Fixed effects:

Estimate St
(Intercept) 12.6575
SES 2.3902

Nicht erklarte
Residualvarianz

—die unsystematische Varianz der
Intercepts verringert sich durch den
Pradiktor SES um 44.6 %.

—die unsystematische Varianz der
Residuen verringert sich durch den
Pradiktor SES um 5.4 %.

Error df t value
.1880 148.0000 67.33
1057 6838.0000 22.61
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Das Random-Intercept,
random-slope-Modell
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« Kann man anhand des SES einer Schuler*in die Mathe-Leistung vorhersagen?

« Level-2-Gruppierungsstruktur:
Schuler*innen geschachtelt in Schulen

« Random Intercept: Die schulspezifischen Intercepts dirfen vom Gesamtintercept
abweichen

« Random Slope: Ist es plausibel, dass alle Schulen exakt den gleichen Slope
haben? Nicht unbedingt.
Der Regressionkoeffizient fur den Pradiktor ,,SES“ darf nun zwischen den
Schulen variieren.
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Level-1-Gleichung:

Level-2-Gleichungen:

Kombinierte Gleichung:

Yij = Boj + P1jTij + 1ij

Boj = Yoo + Uo;

61]’ = Y10 H U1 Jetzt darf der Slope auch
variieren

Yi; = (Yoo + uoj) + (V1o + u1j)Tij + 1ij

Yij = Yoo T V10%ij + Uoj + U1 Tij + T

Ein Datenpunkt wird vorhergesagt durch das Gesamtintercept, die
gruppenspezifische Abweichung vom Gesamtintercept, den Level-1
Pradiktor ,SES" (der pro Gruppe einen eigenen Slope haben darf), und
das individuelle Residuum relativ zum vorhergesagten Wert

MathAch;; = voo + Y105 ES;ij + wo; + u1;SES;; + 145
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T11 standardisiertes
Random effects: Too Tos ™
MathAch ~ 1 + SES + (1 + SESlSChOOl) Groups Name arj/nce Std.Dev. Cor
School (Intercept) 4.Y286 2.1974
SES 0.4129 0.6426 -0.11
Gesamt Random Random Residual 36.8302  6.0688
Kriterium B : . .
intercept intercept slope Number of obs: 7185, groups: Sc (2] .
/ (o
' Fixed effects:
__L1' Estimate Std. Error df t value
Pradiktor

(Intercept) 12.6650
SES 2.3938

0.1898 145.5500 66.71
0.1181 157.5300  20.27

MathAch

*Anmerkung: Ty, ist die
Kovarianz. Im Output wird aber
die Korrelation der random
intercepts und random slopes
angezeigt (Korrelation =
standardisierte Kovarianz)

SES
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Random effects: Too stand. To.
Groups  Name VaNiance /Ad.Dev. Corr
School (Intercept) 4.8286/42.1974
SES 0.4129 0.6426 -0.11
Residual 36.8302 6.0688

Number of obs: 7185, groups: School, 160

MathAch

Fixed effects:

Estimate Std. Error df t value
(Inter‘cept) 12.6650 ©.1898 145.5500 66.71
SES 2.3938 ©.1181 157.5300 20.27

* Tgo = Varianz der Gruppenintercepts; Annahme: Normalverteilung der
Intercepts

» 68% aller Gruppenintercepts liegen zwischen
12.67 - 2.20 =10.47 und 12.67 + 2.20 = 14.87

* T,1 = Varianz der Gruppenslopes; Annahme: Normalverteilung der Slopes

» 68% aller Gruppenslopes liegen zwischen
2.39-0.64=1.75und 2.39 + 0.64 = 3.04

» D.h., in typischen Gruppen steigt die vorhergesagte Matheleistung zwischen
1.75 und 3.04 Einheiten, wenn der SES um 1 Punkt hoher ist.
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Jede Gruppe separat

= (17
»No pooling modellieren

Einheiten mit kleiner Stichprobengrol3e
(d.h., unreliable Schatzung der
Modellparameter) werden in Richtung
der Gesamtparameter y,, und v,
,2geschrumpft” (shrinkage)

Simultane Schatzung
der separaten und des

»partial pooling™ emeinsamen Modells; ——
gptimale Gewichtung ’ Einheiten mit grof3en Stichprobengrofie

der L2-Einheiten (d.h., mit reliabler Schatzung der
Modellparameter) sind nahe dran an

ihrer ,no pooling“-Schatzung

,complete pooling“ _Grup_pierungsstruktur
ignorieren
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ICC = 0

,,NO pooling“

,»partial pooling“

,complete pooling“

ICC = 1

,,NO pooling“

»partial pooling“

,complete pooling“
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Comparison of regression coefficients

Within-group (no pooling) © complete pooling A
Mixed model o fixed effect +
I

20 — =

15 =
a
(O}
o
L

C,
5 — -
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Model / Complete pooling / No pooling / Partial pooling
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https://tjmahr.github.io/plotting-partial-pooling-in-mixed-effects-models/ # 23
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Model / Complete pooling / No pooling / Partial pooling
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https://tjmahr.github.io/plotting-partial-pooling-in-mixed-effects-models/
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Ein ,vollstandiges™ Multilevel-Modell:
Level-2-Pradiktoren
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« Kann man die Variabilitat in Intercepts und Slopes durch Eigenschaften der Gruppen
(d.h., L2-Pradiktoren) erklaren?

« Beispiele fur Level-2-Pradiktoren

« _Echte” L2-Variablen

— Sektor der Schule (privat vs. staatlich)

— Gesamtgrolde der Schule

« L1-Variablen, die zu L2-Variablen aggregiert wurden

— Durchschnittlicher SES einer Schule

— ,minority proportion“: Anteil der Schuler*innen einer Schule, die einer Minderheit

angehoren
— ,gender proportion®: Geschlechterverhaltnis
« L2-Variablen sind konstant fur jede L1-Einheit innerhalb einer L2-Gruppe
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vt ™ || Das Random-Intercept, S

dor Ludwig Maximitans- || random-slope-Modell mit L2-Pradiktor Methoden !
* Level-1-Gleichung: Yij = Poj + B1Tij + Tij z;: Pradiktor auf L2 )

Level-2-Gleichungen: Boj = Yoo + Y012 + Uo;

Nur Index j (nicht i):
Variiert nur zwischen den
Gruppen; keine individuelle
Variation innerhalb der

Gruppe!
/

B1j = v10 + 71125 + U1

Yo1: Einfluss des Level-2-Pradiktors z; auf gruppenspezifische Intercepts £,

v11: Einfluss des Level-2-Pradiktors z; auf gruppenspezifische Slopes f;

Die Variabilitat der - soll also nun (zum Teil) durch systematische Einflusse Z
auf die Gruppe erklart werden und der zufallige, unsystematische Anteil (u-)
entsprechend verringert.

Die random Regressiongewichte sind nun selber Kriterien geworden, die durch
andere Variablen (auf L2) vorhergesagt werden.

,Regression innerhalb einer Regression”
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* Level-1-Gleichung:

 Level-2-Gleichu

Yij = Boj + P1jTij + 1ij

ngen. Boj = oo + Y0125 + Uoy

17 = Y10 + Y1125 + U4 L2-Pradiktoren erscheinen
ﬁ J v ! J J nur in den L2-Gleichungen,

L3-Pradiktoren nur in den

L3-Gleichungen, etc!

 Kombinierte Gleichung:
yij = (Y00 + Y0125 + uos) + (y10 + Y1125 + w1s) T + iy

Yi; = Y00 T Y0125 + Y10Tij + V112Ti5 + Uoj + U1 X5 + Tij

N

AN

/

~,

Fixed part Random part
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e oo Bglsplel 1: Uberse:tzgng in Imer Syntax Fortgeschritt
“hveniammnen || Dichotomer L2-Prédiktor e
Yij = Yoo + Y0125 + Y10%ij + Y112 Tij + Uoj + U1 Ti5 + T4
N
y
Fixed part Random part

Das selbe mit konkreten Variablennamen:
. SES,-J-: Soziookonomischer Status der Personen auf Level 1

* sectorj. gehort die Schule dem offentlichen Sektor an (= 0) oder ist sie
katholisch (= 1)?

MathAch;; = voo + Yo1sector; + y10SES;; + yi1sector; SES;; + uo; + u1;SESij + 745

pmersps | |||

MathAch ~ 1 + sector + SES + sector:SES + (1 + SES|School)

An der kombinierten Gleichung sieht man: Pradiktoren von
beiden Leveln stehen gleichberechtigt nebeneinander
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Beispiel 1: Ergebnisse

Dichotomer L2-Pradiktor

Vorlesung
Fortgeschritt.
Statistische
Methoden 1
WS 23/24

MathAch ~ 1 + SES + sector + SES: sector + (1 + SES|School)

Dummy-Kodierung fur ,sector‘:

© = ,,public”
1 = ,,catholic*

Random effects:
Groups Name

Variance Std.Dev. Corr

School (Intercept) 3.82107 1.9548

SES
Residual

0.07587 0.2754 1.00
36.78760 6.0653

Number of obs: 7185, groups: School, 160

Fixed effects:

(Intercept)
SES
sectorcatholic

SES:sectorcatholic

Estimate Std. Error

11.7518 0.2318 152.4362
2.9575 0.1431 1351.9906
2.1295 0.3459 145.3807

-1.3134 0.2156 1391.9598

df t value Pr(>|t])

50.699 < 2e-16
20.669 < 2e-16
6.156 6.90e-09
-6.092 1.44e-09

)k k
)k k
*k %k k
*k %k k

MathAch;; = oo + Yo1sector; + v10SES;; + vi1sector; SES;; + ug; + u1;SES;; + 145

Mcmhij = 11.75 + 2.13 x sector; + 2.96 * SES;; + (—1.31) * sector; SES;;
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Random effects:
Groups  Name Variance Std.Dev. Corr bO_public = 11.75
School (Intercept) 3.82107 1.9548 b0 catholic = 11.75 + 2.13 = 13.88
SES 0.07587 0.2754 1.00 b1_public = 2.96
Residual 36.78760 6.0653 b1_catholic = 2.96 + (-1.31) = 1.65
Estimate Std. Error df t value Pr(>|t])
(Intercept) 11.7518 0.2318 152.4362 50.699 < 2e-16 ***
SES 2.9575 0.1431 1351.9906 20.669 < 2e-16 ***
sectorcatholic 2.1295 0.3459 145.3807 6.156 6.90e-09 ***
SES:sectorcatholic -1.3134 0.2156 1391.9598 -6.092 1.44e-09 ***
catholic public

N
o
1

-
(&)
1

=

. 2 : 2 3 ; :
SES (grand mean centered)

(&)
1

Predicted MathAch values
)
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Diagnostik Statistische
der Ludwig-Maximilians- - I Methoden 1
r Ludwig-Maximilian Kontinuierlicher L2-Pradiktor lethoden

« Hangt die Matheleistung einer Schuler*in mit durchschnittlichem SES mit dem
Minoritatenanteil in einer Schule zusammen?

« Die Level-2-Variable ,minority proportion® sagt das Intercept der L1-
Regressionsgleichung vorher

« Hangt der Einfluss des SES auf die Matheleistung ab vom Minoritatenanteil in einer
Schule?

« Die Level-2-Variable ,minority proportion® sagt den Slope der L1-
Regressionsgleichung vorher

« Kodierung: minorityProp = [0; 1]

* MathAch ~ 1 + SES + minorityProp + SES:minorityProp + (1 + SES|School)




Lehrstuhl fiir Psychologische Vorlesung
Methodenlehre und Fortgeschritt.
Diagnostik . . . . . Statistische
der Ludwig-Maximilians- - Methoden 1
r Ludwig-Maximilian Kontinuierlicher L2-Pradiktor lethoden
Random effects:
Groups Name Variance Std.Dev. Corr
School (Intercept) 3.7842 1.945
SES 0.2745 0.524 -0.53
Residual 36.7888 6.065 cross-level-Interaktion
Fixed effects:
Estimate Std. Error df t value Pr(>|t])
(Intercept) 13.6760 0.2325 148.9400 58.817 < 2e-16 **x*
SES 2.7806 0.1575 171.7400 17.649 < 2e-16 **x*
minorityProp -3.8660 0.5786 155.4400 -6.682 3.98e-10 **x*
SES:minorityProp -1.4724 0.3710 145.2100 -3.968 0.000113 **x*
T
o}
5
5] o |
-_g Minority proportion
@© 0%
s 0
g ==|50% Berechne das vorhergesagte
- 100% Intercept und SES-Slope von einer
% 101 Schule mit 0% Minoritatsanteil,
g und einer Schule mit 50%
o Minoritatsanteil.
J
7
5- T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2

Grandmean centered student SES
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Methodenlehre und - Fortgeschritt.
Diagnostik Belsplel 3 ' Statistische
der Ludwig-Maximilians- 11 1 _ ~A Methoden 1
i han Zwel interagierende L1-Pradiktoren PR

A

Interaktionsterm

« Level-2-Gleichungen: Boj = Yoo + o,
B1j = Y10 + U1
Welche Modellparameter
62]- = Y20 + U2; der Level-1-Gleichung
durfen zwischen den
63]- = 730 + U3; Gruppen variieren?

« Gesamtgleichung:
Yij = (Y00 + uos) + (v10 + w15)Ti; + (v20 + ugj)wij + (V30 + us;j)Tijwij + rij
Yij = Yoo T Uoj + Y10Tij + U1jLij + Y20Wi5 + U2 Wij + Y30LijWij + U3jTijWij + T
Yij = Y00 T Y10Tij + Y20Wij + V30Lij Wij + Uoj + U1 Tij + UjWij + U3;TLijWij + Tij

N /L /
e N

Fixed part Random part
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Methodenleh d " Fort hritt.

e || Beispiel 31 o i SO

der Ludwig Maximilians- || Z\y@| interagierende L1-Pradiktoren Wethoden 1
MathAch ~ 1 + Sex + SES + Sex:SES + (1 + Sex + SES + Sex:SES| School)

Random effects:
Groups Name

School (Intercept) 5.4849 2.3420
SexFemale 0.9912 0.9956 -0.56
SES 0.5253 0.7248 -0.08 -0.05

Variance Std.Dev. Corr

SexFemale:SES 0.4395 0.6630 0.24 -0.60 -0.69

Residual
Number of obs:

Fixed effects:

36.4306 6.0358

7185, groups: School, 160

Estimate Std. Error df t value Pr(>|t])
(Intercept) 13.2608 0.2206 141.7200 60.118 < 2e-16 ***
SexFemale -1.1941 0.1874 115.4600 -6.373 3.94e-09 ***
SES 2.1672 0.1620 137.1800 13.376 < 2e-16 ***
SexFemale:SES 0.4129 0.2091 123.6800 1.975 0.0505

Dummy-Kodierung fur Sex:

0 = ,Male”
1 = ,,Female*
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Beispiel 3:
Zwei interagierende L1-Pradiktoren

Vorlesung
Fortgeschritt.
Statistische
Methoden 1
WS 23/24

MathAch ~ 1 + Sex + SES + Sex : Sex + SES + Sex :

Random effects:
Groups Name

“(ariance td.Dev
School (Intercept) 5.4849/ 2.3

SexFemale 0.9912

SES

Varianz der Varianz des Varianz des Varianz des
Intercepts B, Slopes f; Slopes f; Slopes f;;

orr

0.5253 O .05

SexFemale:SES 0.4395" 0.6630 0.24 -0.60 -0.69

Residual
Number of obs:

Fixed effects:

36.4306 6.0358

7185, groups: School, 160

Estimate Std. Error df t value Pr(>|t])
(Intercept) 13.2608 0.2206 141.7200 60.118 < 2e-16
SexFemale -1.1941 0.1874 115.4600 -6.373 3.94e-09
SES 2.1672 0.1620 137.1800 13.376 < 2e-16
SexFemale:SES 0.4129 0.2091 123.6800 1.975 0.0505

Dummy-Kodierung fur Sex:

0 = ,Male”
1 = ,,Female*

SES| School)

* %k
* k%
* %k
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Zwel interagierende L1-Pradiktoren

Vorlesung
Fortgeschritt.
Statistische
Methoden 1
WS 23/24

Fixed effects:

Estimate Std. Error

(Intercept) 13.2608
SexFemale -1.1941
SES 2.1672
SexFemale:SES 0.4129

O O O o

.2206
.1874
.1620
.2091

141.7200
115.4600

123.6800
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df t value Pr(>|t])
60.118 < 2e-16 **x*
-6.373 3.94e-09 **x
137.1800 13.376 < 2e-16 **x
1.975 0.0505

Sex
Male

=== Female

Dummy-Kodierung fur Sex:
0 = ,Male”
1 = ,,Female*




