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« Die bisher besprochenen inferenzstatistischen Verfahren erlauben uns, aus einer
einfachen Zufallsstichprobe auf eine deskriptivstatistische Mal}zahl in einer Population

ZU schlielRen:

« Falls wir uns fur den Mittelwert einer stetigen Variable in dieser Population
interessieren, ziehen wir eine einfache Zufallsstichprobe und berechnen ein
Konfidenzintervall fur u.

« Falls wir uns fur die relative Haufigkeit einer Messwertauspragung einer diskreten
Variable in dieser Population interessieren, ziehen wir eine einfache
Zufallsstichprobe und berechnen ein Konfidenzintervall fur .

« Sehr haufig interessiert man sich in der Psychologie jedoch auch fur Unterschiede
zwischen mehreren Populationen.
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» Beispiel 1: Uns interessiert der Unterschied zwischen Psychologie- und BWL-
Student*innen in der durchschnittlichen (stetigen) Leistungsmotivation:
« Population 1: Psychologie-Student*innen
» Population 2: BWL-Student*innen

* Interessierender Unterschied: Xpsychotogic — Xpwi

« Beispiel 2: Uns interessiert der Unterschied in der durchschnittlichen (stetigen)

Depressionsschwere zwischen depressiven Personen, die eine Psychotherapie erhalten

haben, und solchen, die keine Therapie erhalten haben:
« Population 1: Personen, die eine Therapie erhalten haben
* Population 2: Personen, die keine Therapie erhalten haben

* Interessierender Unterschied: Xrperapic — XkeineTherapie

« Beispiel 3: Uns interessiert der Unterschied in der durchschnittlichen (stetigen)
Matheleistung von Personen vor und nach einer Nachhilfestunde:
» Population 1: Personen vor der Nachhilfestunde
« Population 2: Die gleichen Personen nach der Nachhilfestunde
* Interessierender Unterschied: X, ;nher — Xnachher
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« Die drei Beispiele unterscheiden sich in der Art der Stichprobenziehung:

» Beispiel 1: Wir ziehen eine einfache Zufallsstichprobe aus der Population der
Psycholog*innen und eine einfache Zufallsstichprobe aus der Population der

BWLer*innen.

» Beispiel 2: Wir ziehen zunachst eine einfache Zufallsstichprobe aus der

Gesamtpopulation der depressiven Personen. Ein zufallig ausgewahlter Teil der

Personen in der Stichprobe erhalt eine Psychotherapie, der Rest nicht.

» Beispiel 3: Wir ziehen eine einfache Zufallsstichprobe aus der Gesamtpopulation
der Schuler*innen. Alle Personen in dieser Stichprobe erhalten Nachhilfeunterricht.

« Wir werden uns nun anschauen, wie wir diese drei Arten der Stichprobenziehung im

Rahmen der Wahrscheinlichkeitstheorie formalisieren konnen.
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In Beispiel 1 haben wir zwei einfache Zufallsstichproben und daher die gleiche Situation
wie im Fall von einer einzigen Population, nur eben zweimal:

Wir haben eine Stichprobe von Psycholog*innen mit Stichprobenumfang n, und
Messwerte x;1, x1,, ..., X15,, die als Realisationen der Zufallsvariablen X;, X1, ..., X1p,
aufgefasst werden konnen. x4 ist die Leistungsmotivation der ersten Person in der
Stichprobe der Psycholog*innen, x, ist die Leistungsmotivation der zweiten Person in
der Stichprobe der Psycholog®innen, ..., x5, ist die Leistungsmotivation der n, - ten
Person in der Stichprobe der Psycholog*innen.

Wir haben eine Stichprobe von BWLer*innen mit Stichprobenumfang n, und Messwerte
X321, X22, ---» X2p,, die als Realisationen der Zufallsvariablen X,;, X5, ..., X,,, aufgefasst
werden konnen. x,, ist die Leistungsmotivation der ersten Person in der Stichprobe der
BWLer*innen, x,, ist die Leistungsmotivation der zweiten Person in der Stichprobe der
BWLer*innen, ..., x,,, ist die Leistungsmotivation der n, - ten Person in der Stichprobe
der BWLer*innen.
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« Falls das Histogramm der Leistungsmotivation in beiden Populationen durch die
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion einer Normalverteilung approximiert werden kann, gilt
fur die Zufallsvariablen:

« Stichprobe der Psycholog*innen : X1i1f1~91 N(uq,08)

« Stichprobe der BWLer*innen : XZl-lflgN(uz, o2)

» Die Zufallsvariablen aus der Stichprobe der Psycholog*innen sind unabhangig von

den Zufallsvariablen aus der Stichprobe der BWLer*innen.

* W, entspricht dem Mittelwert Xpgycpo10gie der Leistungsmotivation in der Population der

Psycholog*innen und a{ entspricht der empirischen Varianz s;,,,,, psychologie d€r

Leistungsmotivation in der Population der Psycholog*innen.

* U, entspricht dem Mittelwert x,,; der Leistungsmotivation in der Population der

BWLer*innen und ¢ entspricht der empirischen Varianz sezmp sw der

Leistungsmotivation in der Population der BWLer*innen.
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Wir nehmen zusatzlich an, dass die empirischen Varianzen in der Population der

BWLer*innen und Psycholog*innen gleich sind, also sezmp Psychologie

Hieraus folgt, dass auch die Varianzen der Zufallsvariablen gleich sind,

also o = 05 = 2.

Die Plausibilitat dieser Annahme werden wir — genau wie die der

Normalverteilungsannahme — spater Uberprufen

= Semp BWL

gilt.
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« Zusammengefast ist die Situation also wie folgt:

» Stichprobe der Psycholog*innen : Xlilf@N(ul, d?)

» Stichprobe der BWLer*innen : le-lflgN(uz, g?)

» Die Zufallsvariablen aus der Stichprobe der Psycholog*innen sind unabhangig von
den Zufallsvariablen aus der Stichprobe der BWLer*innen.

* py entspricht dem Mittelwert Xpgycno104ie der Leistungsmotivation in der Population der

Psycholog*innen und o2 entspricht der empirischen Varianz sg,,,,, psychologie d€r

Leistungsmotivation in der Population der Psycholog*innen.

* U, entspricht dem Mittelwert x,,; der Leistungsmotivation in der Population der

BWLer*innen und ¢ entspricht der empirischen Varianz sezmp sw der

Leistungsmotivation in der Population der BWLer*innen.
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« Graphische Darstellung:

Population der Population der
Psycholog*innen BWLer*innen

0.02 0.02

relative Haufigkeit
relative Haufigkeit

0.01 0.01

0.00 0.00

= - At : N X
Xpsychologie L€iStungsmotivation Leistungsmotivation BWL
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Der Unterschied Xpsycnoiogie — Xpwi ZWischen den Populationen der Psycholog*innen
und BWLer*innen in der durchschnittlichen Leistungsmotivation entspricht somit der
Parameterdifferenz yu; — u,.

Falls wir Aussagen Uber Xpgy choi0gie — Xpwi, treffen wollen, missen wir im Rahmen
inferenzstatistischer Verfahren zu Aussagen uber die Parameterdifferenz u; — u,
gelangen.

« Wir werden in der heutigen Vorlesung besprechen, wie wir Schatzfunktionen und

Konfidenzintervalle fur u, — u, konstruieren konnen.
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« In Beispiel 2 haben wir eine einfache Zufallsstichprobe, die wir nach der Ziehung zufallig
in eine Experimentalgruppe und eine Kontrollgruppe aufteilen:

« Wir haben eine Stichprobe von Personen, die eine Psychotherapie erhalten haben, mit
Stichprobenumfang n; und Messwerte x;4, x5, ..., X1, die als Realisationen der
Zufallsvariablen X;4, X1,, ..., X1, aufgefasst werden konnen. x;, ist die
Depressionsschwere der ersten Person in dieser Stichprobe, x,, ist die
Depressionsschwere der zweiten Person in dieser Stichprobe, ..., x;, ist die
Depressionsschwere der n, - ten Person in dieser Stichprobe.

« Wir haben eine Stichprobe von Personen, die keine Psychotherapie erhalten haben, mit
Stichprobenumfang n, und Messwerte x;1, X33, ..., X2,,, die als Realisationen der
Zufallsvariablen X,,, X;,, ..., X,,, aufgefasst werden konnen. x,, ist die
Depressionsschwere der ersten Person in dieser Stichprobe, x,, ist die
Depressionsschwere der zweiten Person in dieser Stichprobe, ..., x,,, ist die
Depressionsschwere der n, - ten Person in dieser Stichprobe.
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« Falls das Histogramm der Depressionsschwere in der Population mit Therapie und in
der Population ohne Therapie jeweils durch die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion einer
Normalverteilung approximiert werden kann, gilt fur die Zufallsvariablen:

» Stichprobe mit Psychotherapie: XlillgN(Ml, of)

» Stichprobe ohne Psychotherapie: XZilflle(yz, o2

» Die Zufallsvariablen aus der Stichprobe der Personen mit Psychotherapie sind
unabhangig von den Zufallsvariablen aus der Stichprobe der Personen ohne
Psychotherapie.

* 1y entspricht dem Mittelwert Xx7,.,4,;. der Depressionsschwere in der Population der

Personen mit Therapie und o entspricht der empirischen Varianz sgmp Therapie 9€T
Depressionsschwere in dieser Population.

* Uy entspricht dem Mittelwert Xycinernerapie der Depressionsschwere in der Population

der Personen ohne Therapie und o5 entspricht der empirischen Varianz

2

Semp keineTherapie €I Depressionsschwere in dieser Population.
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Wie in Beispiel 1 nehmen wir zusatzlich an, dass die empirischen Varianzen in beiden

. . . 2 _ 2 .
Populationen gleich sind, also sg,,,, rherapie = Semp keineTherapie Jilt-

Hieraus folgt, dass auch die Varianzen der Zufallsvariablen gleich sind,

also o = 05 = 2.

Die Plausibilitat dieser Annahme werden wir — genau wie die der

Normalverteilungsannahme — spater Uberprufen.
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« Wir haben also — trotz leicht unterschiedlicher Stichprobenziehung — die gleiche
Situation wie in Beispiel 1:

» Stichprobe mit Therapie: Xlilf@N(ul,az)

« Stichprobe ohne Therapie: XZilflde(yz, a?)

» Die Zufallsvariablen aus der Stichprobe mit Therapie sind unabhangig von den
Zufallsvariablen aus der Stichprobe ohne Therapie.

* 1y entspricht dem Mittelwert Xx7,.,4,i. der Depressionsschwere in der Population der

Personen mit Therapie und o2 entspricht der empirischen Varianz sgmp Therapie 9€T
Depressionsschwere in dieser Population.

* Uy entspricht dem Mittelwert Xycinernerapie der Depressionsschwere in der Population

der Personen ohne Therapie und ¢? entspricht der empirischen Varianz
der Depressionsschwere in dieser Population.

2

Semp keineTherapie
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« Graphische Darstellung:
Population mit Therapie Population ohne Therapie
XTherapie Depressionsschwere Depressionsschwere XkeineTherapie
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* Der Unterschied Xrperapie — Xkeinerherapie ZWiSChen den Populationen mit und ohne

Therapie in der durchschnittlichen Depressionsschwere entspricht somit der

Parameterdifferenz y; — u,.

« Falls wir Aussagen Uber Xrperapie — Xkeinerherapie treffen wollen, missen wir im Rahmen

inferenzstatistischer Verfahren zu Aussagen uber die Parameterdifferenz
U, — U, gelangen.

« Wir werden in der heutigen Vorlesung besprechen, wie wir Schatzfunktionen und
Konfidenzintervalle fur u, — u, konstruieren konnen.
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In Beispiel 3 haben wir eine einfache Zufallsstichprobe von Schuler*innen mit
Stichprobenumfang n, bei denen wir zweimal — einmal vor der Nachhilfe und einmal

nach der Nachhilfe — die Matheleistung erfassen.

Wir haben Messwerte x4, x4,, ..., X1, aller Schiler*innen vor der Nachhilfe, die als
Realisationen der Zufallsvariablen X,4, X;,, ..., X;,, aufgefasst werden konnen. x,, ist
die Matheleistung der ersten Schuler*in vor der Nachhilfe, x,, ist die Matheleistung der
zweiten Schuler*in vor der Nachhilfe, ..., x,,, ist die Matheleistung der n - ten Schuler*in
vor der Nachhilfe.

Wir haben Messwerte x,4, x,,, ..., x,,, der gleichen Schiilersinnen nach der Nachhilfe,
die als Realisationen der Zufallsvariablen X4, X5, ..., X5, aufgefasst werden konnen.
X5, ist die Matheleistung der ersten Schuler*in nach der Nachhilfe, x,, ist die
Matheleistung der zweiten Schuler*in nach der Nachhilfe, ..., x,,, ist die Matheleistung
der n - ten Schuler*in nach der Nachhilfe.
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Falls das Histogramm der Matheleistung in beiden Populationen (Schuler*innen vor und
nach der Nachhilfe) durch die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion einer Normalverteilung
approximiert werden kann, gilt fur die Zufallsvariablen:

« Vor der Nachhilfe: XlillgN(Mp 1)

* Nach der Nachhilfe: XzilflffiN(Mz, 03)

» Die Zufallsvariablen vor der Nachhilfe sind nicht unabhangig von den
Zufallsvariablen nach der Nachhilfe, da es sich bei ihren Realisationen um
Messwerte der gleichen Personen handelt.

uq, entspricht dem Mittelwert x,,,,-,.,- der Matheleistung in der Population vor der
Nachhilfe und o7 entspricht der empirischen Varianz sgmp vorher d€r Matheleistung in
dieser Population.

U, entspricht dem Mittelwert x,,,.nner der Matheleistung in der Population nach der
Nachhilfe und o entspricht der empirischen Varianz sgmp nachher d€r Matheleistung in
dieser Population.
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« Obwohl die beiden Zufallsvariablen X;; und X,; fur jede Schuler*in i abhangig sind, sind

die Differenzen

Xipifr = X1i — X2

fur jede Schuiler*in i immer noch unabhangig, da wir die Schuler*innen im Rahmen
einer einfachen Zufallsstichprobe gezogen haben.
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Die Realisationen x; p;rr = x1; — x5; der Zufallsvariablen X; p;rr = X;; — X5; entsprechen
fur jede Schuler*in j der Differenz zwischen dem Messwert x;; vor der Nachhilfe und
dem Messwert x,; nach der Nachhilfe.

« Beispieldaten:

3
4
8
3
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* Fur die Zufallsvariablen X; p;¢¢ gilt:

iid
Xipirr ~ N1 — p, Ul%iff)

wobei agiff der empirischen Varianz der Differenz der Matheleistung vor und nach der
Nachhilfe in der Population entspricht. agl.ff entspricht also nicht der empirischen

Varianz der Matheleistung innerhalb der beiden Populationen.

* In diesem Fall hangen die inferenzstatistischen Verfahren nur von dem Parameter agiff
ab und wir miissen keine Annahme bezlglich der Gleichheit von o7 und o5 treffen.




Lehrstuhl fir Psychologische
Methodenlehre und Diagnostik
der Ludwig-Maximilians-
Universitat MUnchen

Zufallsvariablen in Beispiel 3 VI

Vorlesung
Statistische
Methoden |
WS 24/25

Zusammengefasst ist die Situation also wie folgt:

iid

Xipirr ~ N(1 — M2, 055 )

U, entspricht dem Mittelwert x,,,,-,. der Matheleistung in der Population vor der

Nachhilfe.

U, entspricht dem Mittelwert x,,,.nner der Matheleistung in der Population nach der

Nachhilfe.

aﬁiff entspricht der empirischen Varianz der Differenz der Matheleistung vor und nach
der Nachhilfe in der Population.
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« Graphische Darstellung:

Population vorher Population nachher

0.02 0.02

relative Haufigkeit
relative Haufigkeit

0.01 0.01

0.00

/ \

Xporher Matheleistung Matheleistung Xnachher

0.00
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Der Unterschied X,y 1er — Xnachner ZWischen den Populationen der Schuler*innen vor
und nach der Nachhilfe in der durchschnittlichen Matheleistung entspricht somit der

Parameterdifferenz y;, — u,.

Falls wir Aussagen Uber X,rher — Xnachner treffen wollen, massen wir im Rahmen
inferenzstatistischer Verfahren zu Aussagen uber die Parameterdifferenz u; — u,

gelangen.

Konfidenzintervalle fur u; — u, konstruieren konnen.

Wir werden in der heutigen Vorlesung besprechen, wie wir Schatzfunktionen und




Lehrstuhl fir Psychologische
Methodenlehre und Diagnostik
der Ludwig-Maximilians-
Universitat MUnchen

Abhangige und unabhangige Stichproben

Vorlesung
Statistische
Methoden |
WS 24/25

In der Situation von Beispiel 1 und 2 liegen aufgrund der unterschiedlichen Personen in
den beiden Stichproben zwei unabhangige Stichproben vor.

In der Situation von Beispiel 3 liegen aufgrund der gleichen Personen in den beiden
Stichproben zwei abhangige Stichproben vor.

In beiden Situationen interessieren wir uns fur die Parameterdifferenz u; — u,.

Wir mussen jedoch je nach Situation aufgrund der unterschiedlichen Ausgangslage auf
unterschiedliche inferenzstatistische Verfahren zurtckgreifen.
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Abhangige Stichproben entstehen in den meisten Fallen - wie in Beispiel 3 - durch

wiederholte Messung bei den gleichen Personen.

Es konnen aber auch Stichproben mit unterschiedlichen Personen abhangig sein, falls
zum Beispiel Paare von Personen (z.B. Zwillingspaare) zufallig gezogen werden und
jeweils eine Person des Personenpaars der Stichprobe 1 und die andere Person der
Stichprobe 2 zugeordnet wird.

Auch in diesem Fall wurde man inferenzstatistische Verfahren fir abhangige

Stichproben verwenden.
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Bislang:

* Unterschiede zwischen Populationen

Jetzt:

» Punktschatzung von Parameterdifferenzen
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Punktschatzung von
Parameterdifferenzen
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Unabhangige Stichproben
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« Ausgangssituation:

d Xll,Xlz, '

o X21,X22, .

: iid
. Xin, Mit Xy~ N(yy, 0?)

: iid
.y Xon, Mit Xp; ~N(uy, o?)

 alle diese Zufallsvariablen sind unabhangig.

« Ziel: Erwartungstreue, effiziente und konsistente Schatzfunktion fur die

Parameterdifferenz u; — u,
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« Wir wissen, dass wir u; und u, jeweils durch die Mittelwerte in den beiden Stichproben

schatzen konnen:

_ 1
i, =X =—ZX
251 1 1 ¢ 1i
i=1
fy = X, :n_zzle
i=1

* |dee: Wir verwenden die Differenz
XDiff = X1 - Xz

dieser beiden Schatzfunktionen als Schatzfunktion far pu; — u,.

» Der Schatzwert fur u; — u, ware dann

fDiff = X1 — X3

also einfach die Differenz der Mittelwerte der beiden Stichproben.
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« Erwartungswert von Xp;¢:

E(XDiff) =EX; —X;) = E(X1) —E(Xp) = pi1 — iz

» Varianz von Xp;s:

2 0.2

_ _ _ _ o
Var(Xpipr) = Var(X, — X;) = Var(X,) + Var(X,) = —+—

1 N3

« Standardfehler von Xp;:

g2 o2
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e Gutekriterien:

v Xpiry ist erwartungstreu

v Xpisy ist effizient (der Beweis ist mal wieder sehr schwierig)

v Xpiry ist konsistent fiir n; — oo und n, —» o
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« Obwonhl wir uns primar fur u, — u, interessieren, werden wir im Folgenden auch eine
Schatzfunktion fiir 62 benétigen.

- Da o2 die Varianz in beiden Stichproben ist, kdmen als Schatzfunktion sowohl

1 <
S; = E X1 — X1)?

aus der ersten Stichprobe als auch

1 &
$2 == Uy — Xy
2 i=1

aus der zweiten Stichprobe in Betracht.
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« Eine Schatzfunktion mit noch geringerem Standardfehler erhalt man jedoch, indem man
einen nach den Stichprobengrof’en n, und n, gewichteten Mittelwert aus diesen beiden

Schatzfunktionen bildet:;

(nl_l)‘512+(n2_1)‘522
ng+n, —2

2 —
Spool -

« Diese Schatzfunktion nennt man auch gepoolte Varianz.

 Als Schatzwert fir a2 ergibt sich damit:

(nl—l)-512+(n2—1)-522
ng+ny, —2

2 —
Spool —

v" Man kann zeigen, dass die Schéatzfunktion S7,,, erwartungstreu, effizient und konsistent
far o2 ist.
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Bemerkung: Fur gleiche Stichprobengrolden n; = n, ergibt sich einfach der

ungewichtete Mittelwert von S und S% :

, S% + Sz
Spool — T
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Beispiel 1: Uns interessiert der Unterschied zwischen Psycholog*innen und
BWLer*innen in der durchschnittlichen Leistungsmotivation.

Wir ziehen zwei unabhangige einfache Zufallsstichproben:

« Stichprobe 1 aus der Population der Psycholog*innen mit Umfang n, = 101.

» Stichprobe 2 aus der Population der BWLer*innen n, = 51.

In diesem Fall entspricht die uns interessierende Differenz Xpgy, choi10gic — Xpw1 der
Parameterdifferenz u, — u,.
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In der Stichprobe der Psycholog*innen erhalten wir eine durchschnittliche
Leistungsmotivation von x; = 165 und einen Schatzwert der Varianz von s# = 81.

In der Stichprobe der BWLer*innen erhalten wir eine durchschnittliche
Leistungsmotivation von ¥, = 170 und einen Schatzwert der Varianz von sZ = 100.

« Als Schatzwert fur u; — u,, also fur den Unterschied zwischen Psycholog*innen und
BWLer*innen in der durchschnittlichen Leistungsmotivation, ergibt sich damit

 Als Schatzwert fiir a2 ergibt sich:

(ny—1-sf+Mmy—1)-sf (101-1)-81+(51—-1)-100
ny+n, —2 B 101 + 51— 2

2

2001 = = 87.33
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Abhangige Stichproben

#40
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« Ausgangssituation:

Xipifr = Xi1

iid

« Ziel: Erwartungstreue, effiziente und konsistente Schatzfunktion fur die

— Xip

Xipirr ~ N(ps — u, Ul%iff)

Parameterdifferenz u; — u,
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« Auch fur abhangige Stichproben konnen wir als Schatzfunktion fur u, — u, wieder

verwenden.

XDiff — )?1 - Xz

« Der Schatzwert fur u; — u, ist damit auch hier einfach die Differenz

fDiff = X1 — X3

der Mittelwerte x; und i, in den beiden Stichproben.
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« Erwartungswert von Xp;¢:

E(XDiff) =EX; —X;) = E(X1) —E(Xp) = pi1 — iz

» Varianz von Xp;¢ :

n
_ 1 05-
Var(XDiff) = Var (;zXllef> _V(ZT' (ZXLlef> zvar(XiDiff) = ;ff
=1

« Standardfehler von Xp; -

_ _ - o2,
SE(Xpirs) = SD(Xpirr) = JVGT(XDiff) = D;ff
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Gutekriterien:

v Xpiry ist erwartungstreu

v Xpigr ist effizient

v' Xpiry ist konsistent fiir n — oo

# 44
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Obwohl wir uns primar fur u, — u, interessieren, werden wir im Folgenden auch eine
Schatzfunktion fiir o; ., bendtigen.

Eine erwartungstreue, effiziente und konsistente Schatzfunktion fur aﬁiff ist:

Sbiff = Z(Xz Diff — mef)

Die Realisation dieser Schatzfunktion, also der Schatzwert fur agiff ist somit:

2 . _ 2
SDiff = _ 1 (%i pirs — ®pifr)
i=
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« Beispieldaten:

X1i X2i

S 1

4 5

8 7

S 7
X1 =5.5 X, =5

» Der Schatzwert fir o3;, wére in diesem Fall:

n
1 _ 2 1
Sgiff = nle(xi Diff — xDiff) =m [(4 — 0.5)2 +(—1-— 0.5)2 + (1 - 0.5)2 + (-2 — 0.5)2] =7
i=1
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« Beispiel 3: Uns interessiert der Unterschied in der durchschnittlichen Matheleistung von

Schuler*innen vor und nach einer Nachhilfestunde.

« Wir ziehen eine einfache Zufallsstichprobe von n = 100 Schuler*innen.

* Wir erfassen die Matheleistung aller Schuler*innen in unserer Stichprobe mithilfe

eines Mathetests (hohere Werte im Test entsprechen einer hoheren

Matheleistung).

» Alle Schuler*innen in unserer Stichprobe erhalten Nachhilfeunterricht.

» Wir erfassen die Matheleistung aller Schuler*innen in unserer Stichprobe nochmals
mithilfe des Mathetests.

« In diesem Fall entspricht die uns interessierende Differenz x,,,ner — Xnachner der
Parameterdifferenz y; — u,.
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Vor der Nachhilfe erhalten wir in unserer Stichprobe eine durchschnittliche
Matheleistung von x; = 110.

Nach der Nachhilfe erhalten wir in unserer Stichprobe eine durchschnittliche
Matheleistung von x, = 100.

Als Schatzwert fur u; — u,, also fur den Unterschied in der durchschnittlichen
Matheleistung vor und nach der Nachhilfe, ergibt sich damit

Als Schatzwert fir a7, - erhalten wir:
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Bislang:

* Unterschiede zwischen Populationen

» Punktschatzung von Parameterdifferenzen

Jetzt:

* Intervallschatzung von Parameterdifferenzen
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Intervallschatzung von
Parameterdifferenzen
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Unabhangige Stichproben
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Das Vorgehen bei der Konstruktion eines Konfidenzintervalls fur die Parameterdifferenz
U, — U, bei unabhangigen Stichproben ist analog zur Konstruktion des Parameters u im
Fall von einer einzigen Population.

Wir gehen von der Schéatzfunktion Xp;¢r = X; — X, aus.

 Wir z-standardisieren diese Schatzfunktion:

_ Xoigr — E(Xpirr) _ (K1—X2) — (a—Hs)

Z
— 0-2 0-2
\/VaT(XDiff) n_1+n_2

» Wir ersetzen alle unbekannten Parameter im Nenner durch die entsprechende
Schatzfunktion und erhalten so eine Zufallsvariable T:

_ (Xl_)?z) — (U1—uz)

2 2
Spool Spool
+
ng n;

T
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« Die Wahrscheinlichkeitsverteilung P; dieser Zufallsvariable T ist genau bestimmbar:

TN t(nl + le - 2)

*  Wir konnen dann auf Basis dieser t-Verteilung die Quantile ta und ¢, _« berechnen, so
2

dass

« Dann setzen wir T ein und I6sen die Ungleichungen nach u; — u, auf:

P(taSTSt aY\=1—«
2 1=3

ny n,

2

2
Sp

ool

S2 S2 _ S2
2 \/ pool_l_ pool Sﬂl_.uz < (Xl_X2)+t1_%'\/ pool

ny

_|_

n,

=1—a«a
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« Dies ergibt das zufallige Konfidenzintervall
[y, e ) = | By =K) — t, o Si":l + Sio:l (Ki=Xp) + ¢, a Siolm + Si‘:)l
und das konkrete in unserer Stichprobe berechenbare Konfidenzintervall
(o) = |G — b e Siolol s Siozol i)+t s sioloz . Siozol
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Beispiel 1: Uns interessiert der Unterschied zwischen Psycholog*innen und
BWLer*innen in der durchschnittlichen Leistungsmotivation.

Wir ziehen zwei unabhangige einfache Zufallsstichproben:

« Stichprobe 1 aus der Population der Psycholog*innen mit Umfang n, = 101.

» Stichprobe 2 aus der Population der BWLer*innen n, = 51.

In diesem Fall entspricht die uns interessierende Differenz Xpgychoi10gic — Xpw1 der
Parameterdifferenz u, — u,.
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In der Stichprobe der Psycholog*innen erhalten wir eine durchschnittliche
Leistungsmotivation von ¥; = 165 und einen Schatzwert der Varianz von s# = 81.

In der Stichprobe der BWLer*innen erhalten wir eine durchschnittliche
Leistungsmotivation von ¥, = 170 und einen Schatzwert der Varianz von sZ = 100.

« Als Schatzwert fur u; — u,, also fur den Unterschied zwischen Psycholog*innen und
BWLer*innen in der durchschnittlichen Leistungsmotivation, ergibt sich damit

 Als Schatzwert fiir a2 ergibt sich:

(ny—1-sf+Mmy—1)-sf (101-1)-81+(51—-1)-100
ny+n, —2 B 101 + 51— 2

2

2001 = = 87.33
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Wir wahlen ein Konfidenzniveau von 1 — a = 0.95. Wir suchen also t,_a = t; 97s.
2

Damit konnen wir t, 45 in R berechnen:

> qt(0.975, 150)
[1] 1.975905

Also ist ty 975 = 1.98
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« Als konkretes Konfidenzintervall ergibt sich damit:

SZ SZ SZ SZ
— — pool pool , _ — pool pool
[(xq, i x0) = |(G—%2) — ¢, _a- + ,(X1—=X) +t, _a- +
2 Tl1 le 2 Tll nz

_ s 108 87.33 . 87.33 51 108 87.33 s 87.33
B ' 101 51 ’ ' 101 51

= [-8.18, —1.82]

* Die plausiblen Werte fur u; — u, und somit fur den Unterschied zwischen
Psycholog*innen und BWLer*innen in der durchschnittlichen Leistungsmotivation liegen
also zwischen -8.18 und -1.82.
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Abhangige Stichproben

# 59
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Auch bei abhangigen Stichproben ist das Vorgehen bei der Konstruktion eines

Konfidenzintervalls flr die Parameterdifferenz u, — u, analog zur Konstruktion des
Parameters u im Fall einer einzigen Population.

Wir gehen von der Schéatzfunktion Xp;¢r = X; — X, aus.

Wir z-standardisieren diese Schatzfunktion:

Z

_ Xoipr —E(Xpirr) _ Ka—X2) — (a—#t2)

\/V‘”’(XDiff) O-L%iff
,/ n

Wir ersetzen alle unbekannten Parameter im Nenner durch die entsprechende
Schatzfunktion und erhalten so eine Zufallsvariable T:

T

_ (Xl_)?z) — (U1—U3)

Sbifs
n
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Die Wahrscheinlichkeitsverteilung P, dieser Zufallsvariable T ist genau bestimmbar:

T~tn—1)

*  Wir konnen dann auf Basis dieser t-Verteilung die Quantile ta und ¢, _« berechnen, so
2 2

dass

P(taSTSt aY\=1—«
2 1=3

« Dann setzen wir T ein und I6sen die Ungleichungen nach u; — u, auf:

Sl%iff
n

2
Spiff

S~y < (X—Xp) +t, _a- =1l-a
2
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« Dies ergibt das zufallige Konfidenzintervall

1(Xy, ...

an) = (Xl_XZ) - tl_% ’

(X1—X;) +t,

und das konkrete in unserer Stichprobe berechenbare Konfidenzintervall

1(xq, ..

'rxn) = [(1—=%2) — tl_% )

_fz) + tl—% ¢
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Beispiel 3: Uns interessiert der Unterschied in der durchschnittlichen Matheleistung von

Schuler*innen vor und nach einer Nachhilfestunde.

Wir ziehen eine einfache Zufallsstichprobe von n = 100 Schuler*innen.

« Wir erfassen die Matheleistung aller Schuler in unserer Stichprobe mithilfe eines
Mathetests (hdhere Werte im Test entsprechen einer hoheren Matheleistung).

» Alle Schuler*innen in unserer Stichprobe erhalten Nachhilfeunterricht.

» Wir erfassen die Matheleistung aller Schuler*innen in unserer Stichprobe nochmals
mithilfe des Mathetests.

In diesem Fall entspricht die uns interessierende Differenz x,,,ner — Xnachner d€r
Parameterdifferenz y; — u,.
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Vor der Nachhilfe erhalten wir in unserer Stichprobe eine durchschnittliche
Matheleistung von x; = 110.

Nach der Nachhilfe erhalten wir in unserer Stichprobe eine durchschnittliche
Matheleistung von x, = 100.

Als Schatzwert fur u; — u,, also fur den Unterschied in der durchschnittlichen
Matheleistung vor und nach der Nachhilfe, ergibt sich damit

Als Schatzwert fir a7, ;- erhalten wir:




Lehrstuhl fir Psychologische
Methodenlehre und Diagnostik
der Ludwig-Maximilians-
Universitat MUnchen

Beispiel Il

Vorlesung
Statistische
Methoden |
WS 24/25

Wir wahlen ein Konfidenzniveau von 1 — a = 0.95. Wir suchen also t,_a = t; 97s.
2

v=n-1=100-1=99

Damit konnen wir t, 975 in R berechnen:

> qt(0.975, 99)
[1] 1.984217

Also ist ty 975 = 1.98
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« Als konkretes Konfidenzintervall ergibt sich damit:
Sbifs Sbifs
— — Di — — Di
I(xll ---;xn) — I(xlr "'lxn) = (xl_xZ) —t _a: ’ (xl_xZ) +t _a:
1= n =3 n

= (10— 1.98 9 10 + 1.98 9
B ' 100’ ' 100

= [8.03,11.97]

« Die plausiblen Werte fur u; — u, und somit fur den Unterschied in der Population
zwischen Schuler*innen vor und nach der Nachhilfe in der durchschnittlichen
Matheleistung liegen also zwischen 8.03 und 11.97.
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Fur Forschungsfragen sind haufig nicht nur Schatzungen einzelner Parameter
interessant, sondern auch Schatzungen von Parameterdifferenzen.

Falls Parameterdifferenzen u, — u, geschatzt werden sollen, muss man unterscheiden,
ob es sich um abhangige oder unabhangige Stichproben handelt.

Als Punktschatzung kann in beiden Fallen die erwartungstreue, effiziente und
konsistente Schatzfunktion X; — X, verwendet werden.

Fur eine Intervallschatzung konnen fur beide Falle jeweils Konfidenzintervalle
berechnet werden, die nach der grundsatzlich gleichen Logik des Kis fur u aufgebaut
sind.

(Bemerkung: Schatzungen von Parameterdifferenzen beliebiger m; — m, haben wir nicht
besprochen.)




